
LUCRARE, ALGEBRĂ I, 27 NOIEMBRIE 2020

Puteti folosi, fară demonstraţie (dar enunţat!), orice rezultat din curs sau
seminar. Timp de lucru 2 ore. 1 punct se acordă din oficiu. Succes!

Exercitiul 1: (a) Arataţi că mulţimea Q(
√

2) := {a + b
√

2 | a, b ∈ Q} este numarabilă.
(0.5 puncte)

(b) Fie f : A → B o funcţie bijectivă. Arataţi că există o bijecţie Hom(A,A) ∼=
Hom(B,B). (0.5 puncte) (Hom(A,A) este mulţimea funcţilor de la A in A)

(c) Există o funcţie injectivă F : Hom
(
Q(
√

2), Q(
√

2)
)
→ Q(

√
2)? (1 punct)

Exercitiul 2: Pe mulţimea R a numerelor reale definim relaţia binară: x ∼ y dacă si
numai dacă x2 − x = y2 − y.

(a) Arătaţi că ∼ e o relatie de echivalenţa pe R, calculaţi clasele de echivalenţa 2̂ si 1̂
2

precum si un sistem de reprezentanţi ai relaţiei ∼. (1 punct)

(b) Arătaţi că exista o funcţie bijectivă R/ ∼ ∼= [−1
4 ,+∞). (1 punct)

Exercitiul 3: Fie A := (0, +∞) si definim legea de compoziţie

ϕ : A×A→ A, ϕ(x, y) = x ∗ y :=
xy

x + y
, ∀ x, y > 0

(a) Arătaţi că ϕ este o funcţie surjectivă si calculaţi o secţiune a sa. (1 punct)

(b) Studiaţi proprietaţile acestei legi de compoziţie. (1 punct)

(c) Calculaţi numărul

1

2020
∗
( 1

2019
∗ · · · ∗

(1

3
∗ (

1

2
∗ 1

1
)
)
· · ·

)
(1 punct)

Exercitiul 4: Fie G := R\{3} si definim pe G legea de compoziţie

x ? y := xy − 3x− 3y + 12, ∀x, y ∈ G

(a) Arataţi că (G, ?) este un grup abelian. (1 punct)

(b) Aflaţi numerele a, b ∈ R astfel incit funcţia f : (G, ?)→ (R∗, ·), f(x) = ax+b, pentru
orice x ∈ G, sa fie un izomorfism de grupuri. (1 punct) ((R∗, ·) este grupul numerelor
reale nenule cu inmulţirea uzuala)
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